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Extended abstract 

Introduction  

Groundwater contamination, especially through saltwater intrusion into 

freshwater aquifers, is a significant environmental issue affecting coastal 

regions worldwide. This phenomenon threatens freshwater supplies, which 

are crucial for drinking water, agriculture, and industry. Saltwater intrusion 

is particularly concerning in areas where aquifers are the primary source of 

water, such as many coastal cities and agricultural regions. To understand 

and mitigate the effects of saltwater intrusion, numerical and analytical 

models have become essential tools for simulating and predicting the 

behavior of this process. These models help scientists and engineers make 

informed decisions about water management and develop strategies to 

protect and conserve freshwater resources. One of the widely studied 

conceptual models for this phenomenon is Henry's problem, a simplified 

representation of saltwater intrusion in coastal aquifers. Henry's problem has 

become a benchmark for testing and validating computational methods, 

offering a straightforward but effective means of studying the dynamics of 

saltwater intrusion under controlled conditions. This study aims to compare 

two advanced numerical methods: the local Petrov-Galerkin (MLPG) 

meshless method and the finite element model FEFLOW, by applying them 

to the Henry problem. 
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 Through this comparison, the study assesses the accuracy and effectiveness of both 

methods in simulating saltwater intrusion dynamics and provides insights into their 

practical applications for groundwater contamination studies. 

Material and Method 

The Henry problem models a vertical cross-section of a homogeneous aquifer that 

is bounded by impermeable layers. Freshwater enters the aquifer at one boundary 

with zero salinity, and saline water enters from the opposite boundary. The 

simulation assumes a porosity of 0.35 for the aquifer material and a molecular 

diffusion coefficient of 6.6×10−6 in SI system, with no longitudinal or transverse 

dispersity. The problem is governed by the interaction between the hydraulic head 

and the salinity concentration, with boundary conditions defined according to 

Neumann and Dirichlet principles for the hydraulic head and concentration, 

respectively. The initial salinity condition within the aquifer is assumed to be zero, 

indicating no contamination at the start of the simulation. 

To solve this problem numerically, the computational domain was discretized into 

a grid with 200 cells and 231 nodes, ensuring sufficient resolution to accurately 

capture the concentration gradients and fluid flow patterns within the aquifer. This 

discretization is critical for modeling the complex interactions between freshwater 

and saline water in the aquifer, as well as for resolving the steep concentration 

gradients near the boundaries of the saltwater intrusion zone. 

In terms of numerical methods, two advanced approaches were employed. The first 

method is the local Petrov-Galerkin (MLPG) meshless method, which is 

particularly advantageous in scenarios where high precision is required near 

boundaries. This method eliminates the need for predefined connectivity between 

nodes, offering greater flexibility and accuracy in capturing the behavior of 

complex phenomena such as saltwater intrusion. The second method is the finite 

element model FEFLOW, a widely used and robust tool for solving groundwater 

flow and transport problems, particularly for complex geometries and variably 

saturated flows. FEFLOW serves as a benchmark in this study, allowing for a 

direct comparison between a traditional finite element approach and a more 

modern meshless method. 

Result and Discussion 

The results of the simulations indicate that both methods—MLPG and FEFLOW—

generated comparable concentration contours, with saltwater intrusion extending 

approximately halfway into the aquifer. Both methods showed similar patterns of 

saltwater dispersion, with a progressive decrease in salinity concentration as the 

distance from the saline boundary increased. The concentration contours were 

evenly spaced, which suggests that the dispersion process was uniform, particularly 

in the central regions of the aquifer. However, MLPG demonstrated superior 

accuracy in capturing concentration gradients near the impermeable upper 

boundary, owing to its meshless nature, which allows for finer resolution in regions 

where traditional mesh-based methods may struggle. 

In addition to concentration contours, the flow velocity vectors derived from the 

MLPG method revealed significant vertical movement near the saline boundary. 

These vertical flow paths are driven by hydraulic gradients that oppose gravity, 

directing the flow upward towards the surface. In contrast, areas farther from the 

saline boundary exhibited predominantly horizontal flow patterns, as expected in 

regions where salinity has a minimal effect on flow dynamics. This observation 

confirms the expected behavior of groundwater flow in coastal aquifers under 

saltwater intrusion conditions, where the direction of flow is heavily influenced by 

the concentration gradients and the relative density of the freshwater and saline 

water. 

A sensitivity analysis was also conducted to assess the influence of key aquifer 

properties on the extent and shape of the saltwater intrusion. The results indicated 

that hydraulic conductivity was the most significant parameter affecting the 

intrusion pattern. Variations in hydraulic conductivity had a marked effect on the 

predicted extent of saltwater intrusion, with higher conductivity leading to greater 
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penetration of saltwater into the aquifer. Other parameters, such as porosity and 

boundary discretization, also affected the results, but to a lesser degree. This 

finding underscores the importance of accurate parameter estimation in 

groundwater modeling, as even small changes in hydraulic conductivity can 

significantly impact the accuracy of predictions related to saltwater intrusion. 

Conclusion 

This comparative study demonstrates the effectiveness of the MLPG and FEFLOW 

methods in simulating saltwater intrusion and modeling groundwater 

contamination. Both methods provided reliable and consistent results, validating 

their applicability in groundwater studies. The MLPG method proved to be 

particularly advantageous in capturing high-precision concentration gradients near 

boundaries, making it a valuable tool in situations where boundary resolution is 

critical. On the other hand, FEFLOW remains a robust and reliable model for 

solving groundwater flow and transport problems in more general applications, 

particularly in complex geometries. The sensitivity analysis highlighted the critical 

role of accurate parameter estimation, particularly hydraulic conductivity, in the 

predictive modeling of saltwater intrusion. This study not only underscores the 

value of advanced numerical methods like MLPG and FEFLOW for groundwater 

contamination problems but also points to the need for further research to explore 

three-dimensional geometries and incorporate anisotropic aquifer properties. These 

future extensions could enhance the predictive capabilities of these models and 

provide more accurate simulations for real-world groundwater systems, ultimately 

helping to improve water management strategies and mitigate the impacts of 

saltwater intrusion in coastal areas. 
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  ها: واژه کلید
 شور، نفوذ آب

 و انتقال،  انیمعادلات جر 
  ،یمحل نیگالرک-روش پتروو

 . FEFLOWمدل 

  تیفیاند. همواره ک قرار گرفته  ایهستند که در کنار در  ینیرزمیآب ز  یهاسفره  ، یساحل  یهاآبخوان

به   ایشور درمورد نفوذ آب  نیدر ا  هاینگران  نیتریاز اصل  یکیها مورد توجه بوده و  آبخوان  نیآب ا

م مباشدیآبخوان  جر  یریاثرپذ  زانی.  به  سفره،  ز  انیآب  هم  ی نیرزمیآب  ماده   ظتغل  نیچنو 

  ی کشاورز  یهاتیچون فعال  یبه عوامل  زیوارده ن  ی شور  زانیم  یدارد؛ از طرف  ینمک بستگ  ندهیآلا

انسان غ  یمیاقل  راتییتغ  ، یو  عنا  ره یو  با  امروزه  است.  از    تیوابسته  استفاده  آب،  منابع  کمبود  به 

  شود یم ی تلق یرضرو یشور امرنفوذ آب ده یپد یاست، لذا بررس افتهی شیافزا ینیرزمیمنابع آب ز

ا در  بررس  نیکه  به  م  یمطالعه  پرداخته  پترووشودیآن  شبکه  بدون  روش  دو    یمحل  نیگالرک -. 

(MLPG  و روش اجزا محدود )FEFLOW  نتابه  دهیپد  نیا  یسازهیشب  ی برا   جیکار گرفته شد. 

روش   از  منحن  MLPGحاصل  که  داد  بردارهاهم  یهاینشان  و  به   یغلظت  نحوه    یخوب سرعت 

فاصله از   شیشور با افزاآب  ی. غلظت نسبدهندیرا در آبخوان نشان م  انیجر  ریغلظت و مس  عیتوز

آلا م  ندهیمرز  نتاابدییکاهش  روش    یسازمدل  جی.  از    یمشابه  یهایمنحن  ز ین  FEFLOWبه 

مناسبغلظتهم تطابق  که  کرد  ارائه  نتا  یها  همچن  MLPG  جیبا    تیحساس  لی تحل  ن، یدارد. 

 زیها ناچغلظت در گره  راتییتغ  زانی، م2/0به    1/0از    یبندفاصله  رییکه با تغ  دنشان دا  یبندشبکه

به  کل است.  روش    جینتا  ، یطور  دو  هر  که  داد  در    ییبالا  ییتوانا  FEFLOWو    MLPGنشان 

 . مشاهده نشد یینها جیدر نتا  یتوجهدارند و اختلاف قابل یمسئله هنر قیدق یسازمدل

 مقاله پژوهشی 
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 مقدمه 

عظ ش  یمیبخش  آب  سفره  نیریاز  توسط  آب    یهاجهان 

تا    10  نیها بسفره  نی. طول عمر اگرددیم   نیتأم  ینیرزمیز

  شیچون افزا  ی عوامل  یطور کل . بهباشدیم  ر یسال متغ  1000

 ن یچنو هم  ینیرزمیاز حد آب ز  شیاستخراج ب  ،یسالخشک 

گذاشته و موجب   اثر  ینیرزمیبر سطح آب ز  ی کاهش بارندگ

م آن  آبخوان Mohtashmi, 2015)  گرددیافت  در    ی ها(. 

بخش  یساحل ز  ی که  آب  منابع  خطر    باشند یم   ینیرزمیاز 

 تیفیوجود دارد، با کاهش سطح آب ک  اینفوذ آب در  دهی پد

(. Nick et al., 2013)  رسدیبه حد نامطلوب م  ترعیسفره سر

پ   ن،یبنابرا ارائه  ا  توانیم  ی شنهاداتیبا  از    نیخسارات حاصل 

آبخوان   دهی پد از مباحث مهم در    ی ساحل  یهارا کاهش داد. 

آلا م  هاندهینفوذ  آبخوان  داخل  ا  یکیکه    باشدیبه    ن یاز 

درآب  هاندهیآلا ب  ایشور  استخراج  آب   شیاست.  حد  از 

شور  و نفوذ آب نیریمنجر به کمبود آب ش  تواندیم ینیرزمیز

 اخل، (. در لحظه تدWalther et al., 2012به آبخوان گردد )

به آبکم  یعلت چگال به  نیریآب ش نسبت  بالاتر  در    یشور 

(. در ارتباط با بحث Jamshidzadeh, 2012)  ردیگیآن قرار م

آب شتداخل  آب  و  جر  د یبا  نیری شور  و  انتقال    ان یمعادلات 

. حل معادلات انتقال در  ردیصورت گ  یسازحل شوند تا مدل

تع شور  نییخصوص  جر  یغلظت  معادلات  حل    در   انیو 

ارتباط    تیتا در نها   باشد یهد و سرعت آب م   نییخصوص تع

افزا  نیب با  ن  شیغلظت  آب  سطح  کاهش  بررس  زیو    ی مورد 

  یهامعادلات روش  نیحل ا  ی(. براSingth, 2014)  ردیقرار گ

آزما   یلیتحل  ، یعدد که    یمتعدد  یشگاه یو  دارند  وجود 

زمانبه آزماعلت  روش  بودن  هم  ی شگاهی بر  عدم    نیچنو 

تحل  ییاتوان شرا  یلیحل  روش   ده،یچیپ   یمرز  طیتحت 

(. Bazari, 2017)  دارد  یها برترروش  رینسبت به سا   یعدد

و مدل    ی گام تصادف  تمیاکبرپور و همکاران با استفاده از الگور

حر  ی عدد محدود،  آبخوان   کی  ی هاچاه  یکم  میاجزا 

نمودند و    میو ترس  نییرا تع  رجندیاستاندارد و آبخوان آزاد ب

کشینتا که  داد  نشان  مناطق  میحر  یدگیج  سمت  با    یبه 

ز آب  قابل  ینیرزمیسطح  و  ب  تیبالاتر  است   شتریانتقال 

(Akbarpour et al., 2020  .)از    یاسی استفاده  با  و همکاران 

-ییجاو معادله جابه  نیگالرک-پتروو  یروش بدون شبکه محل

برا  یمدل   ،یکسر  ی پراکندگ آلودگ  یجامع  در    ی انتقال 

  11طور متوسط  نشان داد به  جیها ارائه دادند که نتارودخانه

 (.Yasi et al., 2022است ) 21 کیاز مدل ما ترقیدرصد دق

ها و  آن   یبه صرفه اقتصاد  توانیم  یروش عدد  یهات یمز  از

 دهیچیپ   طیتحت شرا  یحل مسئله حت  تیتر قابلاز همه مهم

از معادلات    یعدد  یهااشاره نمود. اساس کار روش استفاده 

  ا ی  یصورت خطاست که وابسته به نوع مسئله به  یلیفرانسید

م  یرخطیغ  بهArzani, 2016)   شوندیحل  کل(.   یطور 

،   FEMشده مانند    یبندبر دو دسته شبکه  یعدد  یهاوشر

BEM   ،FDM   و بدون شبکه    رهیو غMLPG   ،PCM  غیره    و

شرا  شوندیم  یبندمیتقس و  نوع  به  وابسته  مسئله   طیکه 

  ی ها(. روش Akbarpour et al., 2018)  شوند یکار گرفته مبه

علت عدم استفاده از شبکه و اجزا از سهولت و  بدون شبکه به

 (.Arzani, 2016برخوردار هستند ) یشتریب تیمز

  یساحل  یهاشور در آبخوان آب ینفوذ دائم  یحل عدد هابرت

پا بر  عمل    هیفرض  هیرا  در  اگرچه  داد،  ارائه  مشترک  فصل 

ت مشترک  آب  یاغهیفصل  شو  آب  با    ند یفرا  ی ط  نیریشور 

 ه یناح  ی. پهناگردد یادغام م  یجیطور تدربه  یکیپخش مکان

علت جزرومد  آب به  ییآبخوان و جابجا  اتیانتشار به خصوص

(. روش فصل  Hubbert, 1940وابسته است )  هیو نوسانات تغذ

ن ته  یسازه یشب  یبرا  زیمشترک  دوبعد  هیو  سه   یمدل  و 

به  یبعد مذکور  ممسئله  گرفته  فرآ  شودیکار  در   ندیکه 

آب  یسازه یشب  یبرا  یعدد  ی هامدل نفوذ  از مسئله  شور 

تعداد نمود.  استفاده  مشترک  فصل  ا  یروش  ها  مدل  نیاز 

  باشدیوابسته م   الیشور به غلظت سکه نفوذ آب  دند نشان دا

(Frind, 1982  .)ی سه بعد  ی و همکارانش مدل عدد  ونیوکی  

برا آب در  یسازه یشب   یرا  آن  اینفوذ  دادند.  توزتوسعه    عیها 
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 ر یس  نیچنو هم  نیریو آب ش  ایآب در  نیفصل مشترک را ب

پا  هیناح  یتکامل در  کردند.  مطالعه  را   فوذن  زانیم  انیانتقال 

 Yuqunزدند )  نیتخم  ینیرزمیعلت پمپاژ آب زرا به  ایآب در

et al., 1998اسبا ن  ی(.  همکاران  را    زیو  محدود  اجزا  مدل 

آب  ینیبشیپ   یبرا شرانفوذ  تحت  پا  طیشور  و  بر    داری دائم 

  ر یرا با مقاد ج یفصل مشترک توسعه دادند و نتا هیفرض یمبنا

(. Sbai et al., 1998نمودند )  سهیمقا  یلیو تحل  ی شگاهیآزما

روش فصل    یهاتیبه محدود  نیاز محقق  یبرخ  انیم  نیدر ا

پ  برا  ی مشترک  دوبعد  یبردند  مدل  ساکر  اجزا   ی نمونه 

برا را  ب  یسازه یشب  یمحدود  محلول  غلظت انتقال  رحسب 

محدود و  دادند  در    یهاتیارائه  را  مشترک  فصل  روش 

  مودن  یبررس  یردائمیو غ   یدائم   طیتحت شرا  یآبخوان ساحل

(Saker, 1999  متعدد مطالعات  تداخل  بحث  با  رابطه  در   .)

 است:  ریصورت گرفته که به شرح ز یگرید

 ی اجزا محدود را برا   یدوبعد  یو همکاران مدل عدد  فیشر

آب  یسازه یشب شرانفوذ  تحت  محصور  آبخوان  در   ط یشور 

برا مدل  دادند.  ارائه  در  یسازهیشب  یدائم  آب  در   اینفوذ 

  زوکلرینشان داد که ا  جیکار گرفته شد و نتابه  عیآبخوان وس

فاصله    35 پا  ایمرز در  یلومتریک  65از   نفوذ آبخوان    نییدر 

 (. Sherif et al., 1988) کند یم

محل  یاسی شبکه  بدون  روش  از  استفاده  با  همکاران    ی و 

در رودخانه    نده یانتقال آلا  ی عدد  یسازمدل  ن، یگالرک-پتروو

نتا  برنیمر و  دادند  انجام  کارانشان  جیرا  و  دقت    یی دهنده 

مانند تفاضل محدود و    ییها روش نسبت به روش  نیا  یبالا

 (. Yasi et al., 2021محدود بود ) یاجزا 

را   انیو همکاران مدل اجزا محدود انتقال محلول و جر  ویبژ

در  ینیبشیپ   یبرا آب  نفوذ  عمود  ایمحدوده  مقطع   یدر 

توسعه دادند. مطالعه ثابت کرد که آبخوان   داریپا  انیجر  یبرا

 Bixio)  شود یم  د ی در مجاورت با تالاب تهد  ا یبا نفوذ آب در

et al., 1998.) 

عدد  ییراستگو روش  همکاران  برا  یو  نفوذ    یرا  مطالعه 

هآب  یدائم پخش  شامل  که  در    ی کینامید   درویشور 

است گسترش دادند. مدل استفاده شد تا    یساحل  یهاآبخوان 

بهره در  یوربا  آب  کنترل  تغذ  ا یاقدامات  و    ه یشامل  چاه 

آب   یبیترک  ستمیس تغذبرداشت  و  ش  هیشور  مورد   نیریآب 

 (. Rastgoi et al., 2004)  دقرار ده یبررس

  توانیها ماز آن یحاک  جیها و نتاروش  یسنجصحت  منظوربه

  کندیشور را مطرح مکه نفوذ آب  یاز مسئله استاندارد هنر

حجم محدود را   یو همکارانش مدل دوبعد  ویاستفاده نمود. ل

شور   یسازمدل  یبرا آبخوان   ینفوذ  ارائه   یساحل  یهادر 

ا در  جر  ن یدادند.  متغ  داری پا   ان یمطالعه  غلظت  درنظر    ریو 

اعتبارسنج به  انتها  در  و  شد  هنر  یگرفته  مسئله  با   ی مدل 

 (. Liu et al., 2001دائم و ماندگار پرداختند ) طیتحت شرا

محل  در شبکه  بدون  روش  از  ابتدا  حاضر،  -پتروو  ی مطالعه 

معادلات استفاده شده تا مسئله    یسازگسسته  یبرا  نیگالرک

 ز ین  یکند و اعتبارسنج  یسازرا حل و مدل  یاستاندارد هنر

از مدل اجزا محدود Croicher et al., 1995)  ردی صورت گ  .)

FEFLOW تا   شد وارده استفاده  یآلودگ یسازهیشب یبرا ز ین

نتا بتوان  انتها  اجزا   جیدر  با  را  شبکه  بدون  روش  از  حاصل 

( مقا FEMمحدود  اصل  سهی(  هدف  مطالعه    نیا  ی نمود. 

با    یدر آبخوان ساحل  نیریشور و ش تداخل آب  ده ی پد  یبررس

ا  یطیمح در  که  است،  همسان  و  بررس  نیهمگن    یرابطه 

قب  یی پارامترها جر  لیاز  هد  هم  انیسرعت،  غلظت    نیچنو 

آلا  ی ناش ماده  ورود  م  نده یاز  ا  باشد؛ یمهم  منظور   ن یبه 

جر به  انیمعادلات  محلول  انتقال  مو  براروندیکار   ی. 

به  نیا  یسازگسسته  حداقل معادلات  شکل  توابع  کمک 

( متحرک  کMLSمربعات  وزن  و  روش    نیلایاسپ  کیوبی(  از 

محل شبکه  م  نیگالرک-پتروو  یبدون  و    شودیاستفاده 

بر    ینیرزمیو کاهش سطح آب ز  شیافزا  رو اث   یشور  راتییتغ

بررس پاشودیم  یآن  در  محدود    جینتا  انی.  اجزا  مدل  با 

FEFLOW شوندیم  سهیمقا . 
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شور و آب  تداخل آب  ده یپد  یمطالعه مدل ساز  نیا  ینوآور

محل  نیریش شبکه  بدون  روش   ی برا  نیگالرک-پتروو  یبه 

 . باشدیم  ی در حالت دوبعد یآبخوان ساحل

 هامواد و روش

پایه روند    های بدون شبکه بربسته به اینکه مبنای کار روش

درونفرمول یا  تقریب  باشد،  بندی،  دامنه  نمایش  یا  یابی، 

روشمی محلی  توان  روش  گرفت.  نظر  در  را  مختلفی  های 

روش-پتروو از  یکی  میگالرکین  شبکه  بدون  باشد  های 

(Liu,2002; Atluri and Zhu, 1998.)   کلیه مطالعه  این  در 

نویسی  سازی و حل معادلات در نرممراحل مدل برنامه  افزار 

 متلب انجام شده است.

پتروو محلی  شبکه  بدون  عددی  گالرکین -روش 

(MLPG) 

پتروو محلی  شبکه  بدون  روش-روش  از  یکی  های  گالرکین 

از مراحل تحلیل  بدون شبکه واقعی است، زیرا در هیچ یک 

انتگرال  و  میدان  متغیر  تقریب  از  معادلات  اعم  عددی  گیری 

بندی بر روی دامنه مسئله ندارد. فرم ضعیف، نیازی به شبکه 

حل  را  معادلات  محلی،  ضعیف  فرم  از  استفاده  با  روش  این 

 Atluri)کند و برای اولین بار توسط آتلوری و ژو ارائه شد  می

& Zhu., 1998)  مربعات حداقل  روش  این  در  تقریب  تابع   .

منظور حل معادلات انتگرالی  باشد و همچنین بهمتحرک می

 گردد.  گیری گوسی استفاده میاز روش انتگرال 

پترووفرمول شبکه  بدون  محلی  روش  گالرکین -بندی 

(MLPG) 

شرایط    برای و  تعادل  معادله  که  بعدی  دو  استاتیک  مسائل 

دامنه   روی  مرز    Ωمرزی  به  Γو  است،  شده  صورت احاطه 

نوشته می56( و )55(، )54روابط ) دامنه   1شوند و شکل  ( 

نشان   را  طبیعی  و  ضروری  مرزی  شرایط  همراه  به  مسئله 

آن  می که در  نقطه گوسی،  دهد  پایه،    ::  :  دامنه 

انتگرال  وزن،  گیری،  دامنه  تابع  دامنه  درونی  :  مرز   :

انتگرال و  گیری،  دامنه  ضروری  مرز  از  قسمتی   :  :

 . (Liu and Gu, 2005) باشدقسمتی از مرز طبیعی می

 

 
 رود.ندهیزا زیحوضه آبر ییایجغراف تیموقع .1شکل 

Fig 1. Geographical location of the Zayande-Rud Basin. 
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کل  حالت  قو  یدر  مکان  یشکل  در  به    کیمعادله   : باشدیم ریفرم زجامدات 

    معادله تعادل                                                                                                     (1)

    شرط مرزی اساسی                                                                                                        (2)

 : یعیمرز طب یرابطه تنش و کرنش رو

                                                                                                   شرط مرزی طبیعی ( 3) 

حول گره   یدامنه محل یبر رو  نیگالرک -پتروو فیفرم ضع 

I   م )  تواندیام  معادله  صورت  شود: 1به  نوشته   )

(4) 
 

IW   جزء به جزء    یریگتابع وزن است. با استفاده از انتگرال

 تر نمود: ساده توانی( را م4رابطه ) ورژانسید هیو قض

(5)    

jn  مولفه =j  ام بردار واحد قائم بر مرز به سمت خارج 
نها جا  تیدر  )  یگذاریبا  )5معادله  معادله  در   )4 )

روانتگرال  بر  تع  یها  مرزها  و  : شوندیم  نییدامنه 

(6 ) 
 

شامل سه    ی( در حالت کل6ترم اول معادله )  یانتگرال مرز

 : است. پس  یعیو طب یضرور ،یداخل یانتگرال مرز

(7) 
 

سادهبه ضع  یسازمنظور  فرم  تابع    یمحل  فیانتگرال  اغلب 

طور داخل  شودی م  نییتع  یوزن  انتگرال  ترم  حذف   یکه 

 تر شده: رابطه فوق ساده نیشود. بنابرا

(8) 
 

 (: 8( در )3رابطه ) یگذاریبا جا

(9) 
 

به  یی جابجا  بیتقر شکل    توابع    یریکارگبا  تابع  که 

MLS  ر یبه فرم ز  شوندیارائه م  سیهستند و به شکل ماتر  

 : باشدیم

(10) 
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جا )  یگذاریبا  جابجا10رابطه  مولفه  در  )  یی (  (  1معادله 

ضع روش    فیفرم  در  معادلات  شده  گسسته    MLPGو 

 . که: باشد یصورت دستگاه معادلات مبه

(11)  

مجهولات و    سی= ماتر  uام،    Iگره    یسخت  سی= ماتر  

 یگره یروی= بردار ن 

(12) 
 

(13) 
 

)  در )12رابطه   )13  ،)W  کل  سی ماتر مشتق   Vو    ی وزن 

  ریثابت ماده است. لازم به ذکر است که مقاد   Dتابع وزن و  

 . ندیآیدست مبه یگوس یریگبا انتگرال و  

 حداقل مربعات متحرک   بیتابع تقر

ا برا  نیاز  مقاد  ی اب یدرون  یتابع  با  استفاده    ریمتغ  ر ینقاط 

اکنندیم ب  نی.  روش  شتریتابع  شکل   یهادر  شبکه  بدون 

و  فیضع از  دارد.  م  یهایژگیکاربرد  ا  توان یآن   جادیبه 

با    یسازبیو تقر  دانیتابع م  یابیدرون   یبرا  وستهیپ   طیمح

تابع وزن   رتابع به سه پارامت  نیمرتبه دلخواه اشاره نمود. ا

چندجمله  ،یانقطه  ضرا  یاتابع  مجموعه  به    یبیو  که 

 Akbarpour)  باشد یدارند وابسته م  ینقاط بستگ  تیموقع

et al., 2019و همکاران در    رولزیبار ن  ن یکه اول  ی(. به طور

المان   نیا  1992سال   روش  گسترش  منظور  به  را  تابع 

  1994کردند. بلچکو و همکاران در سال    ی معرف  یاتوسعه 

ساخت توابع شکل خود   یبرا 1998و ژو در سال  یو آتلور

و روش بدون    ن یبدون المان گالرک  یهادر روش  بیترت  به

حداقل مربعات    بیاز تابع تقر  نیگالرک-پتروو  یشبکه محل

 Atluri et al., 1998; Belytschkoاند )متحرک بهره برده

et al., 1994.) 

مورد    اگر   محدوده  در  میدانی  تغییرات  تابع  یک 

تقریب    Ωبررسی   نقطه    باشد،    با    در 

می داده  که   بیتقر  شود.نشان  متحرک  مربعات  حداقل 

محل  دانیم  ریمتغ صورت  به  ماتر  ی را  ضرب  چند    س یاز 

به فرم رابطه   کندیم  فی توص  بیضرا  سیدر ماتر  یاجمله 

 .شودیم  انی( ب14)

(14) 
 

  و    دهنده،  تعداد جملات تشکیل  mکه در آن  

( تعریف 15است که به صورت رابطه )  بردار ضرایب  

 . شودمی

(15)  

( رابطه  که    (،  15در  است،  پایه  توابع  از  بردار  یک 

جمله  تک  حداکثر  شامل  حصول  ایاغلب  برای  لازم  های 

باشد. در فضای یک بعدی، یک پایه حداقل کامل بودن، می

جمله  مرتبه  چند  از  کامل  )  mای  رابطه  بیان 16طبقه   )

 : گرددمی

(16)   

: و در فضای دو بعدی  

(17)  

بردار   کلی  طور  خیام  به  مثلث  اساس  پاسکال  -بر 

 شود.ساخته می

مجهول   تعیین ضرایب  منظور  وزنبه  تابع  نرم  ،  دار 

 . ( باید حداقل شود18در رابطه )

(18) 
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( رابطه  به (،  18در  مربوط  تابع وزن  نشان دهنده 

گره مقدار    Iی  نقطه  بین  اختلاف  کروشه  داخل  مقدار  و 

نقطه   در  زده شده  در همان    Iتخمین  داده شده  مقدار  و 

تعداد نقاط در ناحیه حمایتی    nباشند. همچنین  نقطه می

مقادیر غیر صفری در   است به نحوی که تابع وزن  

تابع   کردن  مینیمم  منظور  به  داشت.  خواهد  شرط    Jآن 

  .گیرد( مورد بررسی قرار می19رابطه )

(19) 
 

 .  شودی( م20) یمنجر به رابطه خط تا  یکه نها

(20)  

به ترتیب در روابط   و    ،(،  20در معادله )

 . شوند( تعریف می24( و )22(، )21)

 

(21) 
 

(22)  

(23)  

(24)  

)جای  با  رابطه  )20گذاری  رابطه  در  حداقل  14(  تقریب   )

( روابط  صورت  به  متحرک  )25مربعات  و  ارائه 26(   )

 گردند: می

 

 

(25) 
 

(26) 
 

 تابع شکل و    تقریب تابع    که در آن  

بصورت ی میپارامتر گره تابع شکل  عبارتی دیگر  به  باشد. 

 گردد: ( بیان می27رابطه )

(27) 
 

سازی توسط  انتخاب تابع وزن نقش مهمی در عمل تقریب

تقریب حداقل مربعات متحرک دارد. ویژگی های تابع  تابع 

 (: Akbarpour et al., 2019) باشد وزن به شرح زیر می

 مقدار تابع وزن در داخل دامنه حمایتی مثبت است.  •

 مقدار تابع وزن در خارج دامنه حمایتی صفر است. •

به • وزن  تابع  نقطه    مقدار  به  نسبت  یکنواخت  صورت 

 یابد. دلخواه، کاهش می

هموار   • مرزها  روی  مناسبی  میزان  به  وزن  تابع  مقدار 

 کند. عمل می

تابع به صورت استفاده  این  اسپیلاین مورد  های گوسی و 

گیرد، از آن جایی که در این مطالعه از تابع وزن  قرار می

اسپیلاین استفاده شده است، نحوه محاسبه آن در رابطه  

 شود.  ( شرح داده می28)

(28) 
 

( رابطه  ت    (،28در  گرهأ شعاع  نقطه  باشد.  می  یثیر 

انتخاب شود که تعداد باید به گونه  نقطه،    برای هر ای 

بزرگوزن  صفر  غیر  جملات  های  تک  تک  تعداد  از  تر 

 (n> mای باشند. )موجود در چند جمله 

 شورنفوذ آب  معادلات
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متغیر    در مخصوص  جرم  با  جریان  روش  از  مطالعه  این 

به   نفوذ  با  آب  در  محلول  نمک  غلظت  گردید.  استفاده 

انتقال   و  جریان  معادله  دو  همزمان  حل  با  آبخوان  داخل 

آید. معادلات جریان و انتقال محلول در دست میمحلول به 

می نوشته  زیر  مطابق  همسان  و  متخلخل  شوند  محیط 
(Rastogi, 2004 .) 

 معادله جریان 

 معادله دارسی: 

(29) 
 

   ( متخلخل  محیط  در  ذاتی     = (،نفوذپذیری 

سیال   دینامیکی  فشار   = (،) ویسکوزیته 

  =(،  چگالی سیال )  = ،(سیال )

جاذبه   واحد  بردار  جاذبه   = (،) مولفه  شتاب 
() 

 معادله جریان: 

(30) 
 

 باشد: رابطه بین چگالی سیال و غلظت مطابق زیر می

(31)  

غلظت آلاینده    =(،  آب شیرین )  چگالی  = 
() 

(32) 
 

 ()شور چگالی آب = 

(33) 
 

(34) 
 

 (:29( در رابطه )34( و )33گذاری روابط )با جای ()هد آبخوان  = (،ارتفاع از مبدأ )  =

(35) 
 

 متغیرهای بدون بعد:  ( ) تنسور هدایت هیدرولیکی   =

(36) 
,  

 

عمق آبخوان    =،  () سرعت خطی میانگین    =

محصور   دریا    =(،  ) ساحلی  آب  ،  ()غلظت 

در مولفه  = هیدرولیکی  هدایت  تنسور  های 

آبخوان   های  مولفه   =(،  ) بالاترین 

 ( )ترین آبخوان تنسور هدایت هیدرولیکی در پایین

گیری از ( و مشتق30( در رابطه )36گذاری روابط )با جای

زیر  آن  مطابق  جریان  معادلات  دوبعدی  حالت  در  ها 

 : باشندمی

(37) 
 

میانگین   خطی  برای و  سرعت  بعد  بدون  حالت  در 

 سیستم مختصات دوبعدی به شرح زیر است:
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(38) 
 

(39) 
 

پزومتری،،که   هد  تخلخل گرادیان 

 باشد. می
 معادله انتقال 

(40) 
 

پخش    = سرعت    =،  () ضریب  مولفه 

)   =،  ()نفوذی   آلاینده  تغییر  .  (غلظت 

طور مشابه صورت متغیرهای داخل بخش معادله جریان به

بدون انتقال در حالت  بر  معادله حاکم  و  برای   گرفته  بعد 

 باشد: شکل زیر میسیستم مختصات دوبعدی به

(41) 
 

 که در آن:

(42) 
 

(43) 
 

(44) 
 

های آن  تنسور پخش در محیط دوبعدی که ترم  =

بعد،   عرضی،    =بدون  طولی   =انتشار  انتشار 

 باشند. می

 پخشیدگی

شکل  به دو  به  آبخوان  در  محلول  ماده  پخش  کلی  طور 

دهد. این پدیده باعث گسترش مکانیکی و مولکولی رخ می

می عرضی  و  طولی  جهات  در  زمان  آلودگی  گذر  با  شود. 

دریا   تحقیق  این  در  که  آلودگی  منبع  سمت  از  آلودگی 

 گردد. باشد به سمت آب شیرین پخش میمی

 
 . مدل مفهومی انتقال آلاینده در اثر پدیده پخش. 2شکل 

Fig 2. Conceptual model of pollutant transfer due to diffusion phenomenon. 
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 پخش مولکولی 

اثر   در  نمک  غلظت  یکنواخت  توزیع  با  مولکولی  پخش 

براون  مولکولحرکت  میی  ایجاد  همها  میزان شود.  چنین 

انتشار و رقیق شدن غلظت ماده آلاینده به خواص آلاینده  

 .و گرادیان غلظت آن وابسته است

 پخش مکانیکی 

با   اختلاط  و  زیرزمینی  آب  اثر حرکت  در  مکانیکی  پخش 

شود و میزان اختلاط آن وابسته به ماده آلاینده ایجاد می

سرعت   است.  آلاینده  خواص  از  مستقل  و  آبخوان  خواص 

جریان در جهت طولی و عرضی برای محیط همگن ثابت و  

می متغیر  متخلخل  مکانیکی  برای  پخش  واقع  در  باشد. 

عمود   و  عرضی  و  آلودگی در جهات طولی  باعث گسترش 

 .یابدشود که غلظت نمک محلول کاهش میمی

 جاییهجاب

آلودگی توسط آب زیرزمینی را همرفت یا جابجایی    حرکت

از آبخوان  خواص  به  وابسته  انتقال  میزان  جمله   گویند. 

م تخلخل  هیدرولیکی،  از  ؤهدایت  مستقل  و  گرادیان  و  ثر 

که  باشد. مدل مفهومی با فرض اینویژگی ماده آلاینده می

ثیر هد  أ پدیده پخش وجود نداشته و جریان دائمی تحت ت

باشد، در اثر پدیده همرفت یا جابجایی با گذر زمان آلاینده  

کند. لازم به  مسیر جریان حرکت می  از منبع آلایندگی در

آلایندگی   میزان  همرفت  انتقال  فرایند  طی  که  است  ذکر 

 . ماندثابت می

 
 . مدل مفهومی انتقال آلاینده در اثر پدیده جابجایی .3شکل 

Fig 3. Conceptual model of pollutant transfer due to displacement phenomenon. 

سازی معادلات جریان و انتقال با روش بدون گسسته

 گالرکین -شبکه پتروو

شور شامل معادله جریان و معادله انتقال معادلات نفوذ آب

-باشند که در ادامه به روش بدون شبکه پتروومحلول می

 (. Rastogi et al., 2004) شوند سازی میگالرکین گسسته

 ینیرزم یمعادله سطح آب ز یسازگسسته 

(45) 
 

(46) 
 

 گیری جزء به جزء:با انتگرال

(47)  
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(48)  

(49)  

( و  47( در معادله )49( و )48معادلات ) یگذاریبا جا

ها حالت گسسته معادله  از توابع شکل آن  یریگمشتق 

 خواهد شد:  ینیرزمیسطح آب ز

(50) 
 

 

 
 با دستگاه معادله: 

(51)  

(52) 
 

(53)  

(54)  
 

سختی   بردار  ماتریس  و  وزن  و  شکل  توابع  طبق 

گره در   ی  نیروی  غلظت  اولیه  شرط  بودن  معلوم  با 

جهت   در  نیومن  مرزی  شرط  همچنین  و   yو    دامنه 

   گردند.تعیین می

 سازی معادله انتقال گسسته

(55) 
 

(56) 

 

 

 
 

 گیری جزء به جزء:با انتگرال

(57) 
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( و  96-3( در معادله )71-3رابطه ) یگذاریبا جا

ها حالت گسسته معادله  از توابع شکل آن  یریگمشتق 

 انتقال خواهد شد: 

(58) 

 

 

 

 

 
 با دستگاه معادله 

(59)  

(60) 
 

 

 

(61)  

(62) 
 

 
 

پارامترهای   بودن  معلوم  با  انتقال  معادله  سختی  ماتریس 

پراکندگی، سرعت و توابع شکل و وزن قابل تعیین بوده و  

ی نیز با مشخص بودن شرط مرزی نیومن بردار نیروی گره

لازم به ذکر است باشد.  معلوم می  برای غلظت در جهت  

در آب   که  نفوذ  در مسئله  غلظت  نیومن  مرزی  شرط  شور 

موجود نیست پس ترم دوم و سوم انتگرال مرزی   جهت  

 باشد. قابل حذف می

 FEFLOWساز  شبیه

مدلFEFLOWمدل   برای  تعاملی  سامانه  یک  سازی  ، 

باشد که قادر  های زیرزمینی به روش المان محدود میآب 

زیرسطحی و انتقال آلودگی را در شرایط سه است جریان  

بعدی و دو بعدی در برای مقاطع افقی، عمودی و متقارن 

ماندگار،    در حالت اشباع یا غیراشباع، شرایط ماندگار یا غیر

متخلخل   محیط  در  را  واکنشی  عناصر  و  جرم  انتقال 

 سازی کند. مدل

به نهایی  نتایج  آن  گرافیکی  سطحی،  ابزارهای  شکل 

سایه و  چرخشی  مکانحجمی،  همراه  به  را  نما  گذاری 

دهد.  بعدی و الگوهای بردار جریان و مسیرها نمایش میسه 

مدل توانایی  مدل  آزاد این  غیر  یا  آزاد  سطوح  با  سازی 

از قبیل جریان آب زیرزمینی دینامیکی وابسته یا   مسائلی 

بعد و    مستقل از غلظت، جریان و انتقال اشباع متغیر در دو
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بعد، جریان ناپایدار، انتقال آلودگی همرفت و پراکنده با  سه 

هیدروگونه پخش  و  جذب  شیمیایی  و    های  دینامیکی 

ت هم که  زیرسطحی  گرما  انتقال  فرایندهای  ثیرات أ چنین 

غلظت سیال باعث آلودگی محلول و ایجاد میدان حرارتی  

ویژگیمی از  دارد.  را  میشود  مدل  مواردی  های  به  توان 

های آب چون بررسی توزیع مکانی و زمانی هدها و آلودگی

مدل نفوذ،  دینامیکی  تحلیل  فرآیندهای  زیرزمینی،  سازی 

ژئوترمال، تحلیل مدت زمان آلودگی در آبخوان، طراحی و 

استراتژی برنامه طرحریزی  ایجاد  و  اصلاحی  های  های 

 (.Diersch, 1992)ثر و جایگزین اشاره نمود ؤنظارتی م

 نتایج و بحث 

 مسئله هنری 

و  همگن  آبخوان  از  عمودی  برش  یک  مسئله  این  در 

با   شور از یک مرز و آب  C=0همسان که شار آب شیرین 

شور و شود و تداخل آباز مرز دیگر وارد می  C>0دریا با  

داخل   در  اتفاق میشیرین  گرفته شد. مقطع  نظر  در  افتد 

می نفوذناپذیر  آبخوان  پایین  و  بالا  سفره  مرزهای  باشند. 

عرضی   و  طولی  انتشار  صفر،  ویژه  ذخیره  ضریب  دارای 

  و ضریب انتشار مولکولی  35/0صفر، تخلخل  

 . (Diersch, 2014)باشد می  SIدر سیستم واحد 

 
. تعریف مسئله هنری.4شکل   

Fig 4. Definition of The Henry problem.

 یبندشبکه

 است: ر یدامنه مسئله به شرح ز مختصات

  

 

فواصل    یبندشبکه  طول  1/0با  جهت  دو  عرض  ی در    ی و 

شامل   شبکه  و  گرفت  و    200انجام  گره    231سلول 

 . باشدیم
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 .1/0گذاری بندی آبخوان هنری با فاصلهشبکه .5 شکل

Fig 5. Networking of Henry aquifer with spacing of 0.1.

 هیو اول  ی مرز طیشرا

در مسئله هنری شرایط مرزی نیومان برای هد و دیریشله 

شرط   غلظت  پارامتر  برای  است.  برقرار  غلظت  و  هد  برای 

برای و  شده  تعریف  نیز  فرض  گره اولیه  صفر  داخلی  های 

) 4اند. در شکل )شده ( شرایط صورت مسئله 1( و جدول 

 (. Rastogi, 2004)طور کامل تعریف شده است هنری به

 
 ی و شرایط مرزی آبخوان دوبعدی مسئله هنری.. نحوه پخش گره6شکل 

Fig 6. Nodal distribution and boundary conditions of the two-dimensional aquifer of the Henry problem  

 . شرایط مرزی و اولیه مسئله هنری.1جدول 

Table 1. Boundary and initial conditions of the Henry problem . 

 شرایط مرزی

Boundary 
Conditions 

 هد 
Head  

 غلظت
Concentration 
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 ( y ,0) مرز چپ

Left border (0, y)  

 

 
  

 (y ,2) مرز راست

Right border 

(2, y) 

 

 

 

 

 (x,1) مرز بالا

Top border (x, 1) 

 بدون جریان 

No flow 
 

 ( x,0) مرز پایین

Bottom border 

(x, 0) 

 بدون جریان 

No flow  

 سازی مسئله هنری مدل

شور  استاندارد هنری حالت خاصی از پدیده نفوذ آب  مسئله

باشد. به این علت  شور مییا همان تداخل آب شیرین و آب 

می به حساب  آلودگی  از  نوعی  مذکور  پدیده  در  که  و  آید 

مدل دوبعدی  حل  حالت  برای  آلودگی  معادله  شده  سازی 

معادلات   همزمان  حل  با  و  نداشته  چندانی  کاربرد  دقیق 

است؛   حل  قابل  مسئله  عددی  روش  به  جریان  و  انتقال 

از   برای آن موجود نیست.  یا تحلیلی  بنابراین، حل عددی 

طرفی چون برای این مسئله داده آزمایشگاهی نیز موجود  

بهنمی روشباشد  مدل  عملکرد  ارزیابی  های  منظور 

خطاگیری کاربردی نداشته و سعی بر این شد تا علاوه بر  

پتروو شبکه  بدون  اجزا -روش  مدل  از  محلی  گالرکین 

مدل  FEFLOWمحدود   برای  تا نیز  شود  استفاده  سازی 

نتایج دو روش با هم مقایسه گردند و صحت کار سنجیده  

 شود.

 روش عددی

مدل از  حاصل  شکل  خروجی  مطابق  روش  این  به  سازی 

(5  )( شکل  منحنیمی  ( 6و  )باشد.  شکل  داخل  (  5های 

هم نقاط  که  هستند  کانتوری  را  خطوط  آبخوان  غلظت 

می )تعیین  جدول  ادامه  در  به2کنند.  نمونه (  عنوان 

مختصات منحنی و  ثابت  افقی  مختصات  با  نقاط  در  را  ها 

می بررسی  متغیر  در  عمودی  سرعت  بردارهای  نماید. 

 . باشد( می6) محیط آبخوان نیز مطابق شکل 

 
 . 1/0برای فواصل  MLPGبه روش  یغلظت مسئله هنرهای هم. منحنی7شکل 

Fig 7. Co-concentration curves of Henry problem by MLPG method for intervals of 0.1 . 

 .x=1/5mهای هم غلظت در . موقعیت و مقدار منحنی2جدول  

Table 2. Position and value of isoconcentration curves at x=1.5m . 

Y (m) 0.12 0.21 0.26 0.31 0.36 0.4 0.44 0.51 0.58 0.68 
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 غلظت نسبی 
Relative 

concentration 

1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 

( شکل  )5مطابق  جدول  و  آب2(  نفوذ  با  به  (  دریا  شور 

ت از سمت راست  آبخوان  أ آبخوان  از  نیمی  تا  ثیرات شوری 

مقدار  آلاینده  مدخل  از  فاصله  افزایش  با  و  داشته  ادامه 

می کاهش  نسبی  منحنیغلظت  نظم  از  توازی یابد.  و  ها 

نیز میآن  و  ها  آلودگی  میزان پخش  نمود که  تفسیر  توان 

می اندازه  یک  به  جهت  دو  هر  در  غلظت  باشد.  تغییرات 

و کاهش   شکل ایزوکلرها گردش آب دریا در پایین آبخوان

می نشان  خشکی  محدوده  در  را  دریا  آب  دهد.  نفوذ 

از هم کمتر  آبخوان  بالای  منطقه  در  نفوذ  میزان  چنین 

 باشد. پایین آن می

 
 .1/0برای فواصل  MLPGبه روش  ی. بردارهای سرعت مسئله هنر8شکل 

Fig 8. Velocity vectors of Henry problem by MLPG method for 0.1 intervals. 

( شکل  خط  6مطابق  بر  مماس  که  سرعت  بردارهای   )

می میجریان  نمایش  را  جریان  مسیر  دهند.  باشند 

شود گرادیان هد هیدرولیکی در  طور که مشاهده میهمان

طور عمودی به سمت بالا مخالف جاذبه زمین طرف دریا به

باشد  می ناچیزثیر آلودگی أ گیرد و در بخشی که ت جهت می

 شکل افقی در جریان است.به شار ورودی تقریبا 

   FEFLOWروش  

پیشبه مسائل،  از  برخی  درک  آن منظور  کنترل  و  ها  بینی 

مدلمی از  قبیل  توان  از  کار    FEFLOWهایی  اساس  که 

بندی دامنه است استفاده  ها روش اجزا محدود و شبکهآن 

مدل   شبیه   FEFLOWنمود.  جریان سیستم  سازی 

باشد و معادلات جریان زیرزمینی به روش اجزا محدود می

با   پارامتری  مسائل  برای  متخلخل  محیط  در  را  انتقال  و 

اشباع   متغیر،  غلظت  با  سیال  قبیل  از  پیچیده  هندسه 

واکنش آزاد،  سطوح  و  متغیر،  چندگانه  سینتیک  های 

کند. این مدل نیز توانایی کنترل دما حل میجریان غیر هم

عملی   و  تئوری  محدوده  در  را  مسائل  از  عظیمی  طیف 

مدل مقایسه،  به  و  وداشته  مسئله شبیه  سازی  سازی 

 (. Wang & Anderson., 1982)  پردازدمی

نتایج مدل مطابق شکل استاندارد هنری  های  برای مسئله 

 ( است. 3( و جدول )7)
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 .FEFLOWبه روش اجزا محدود  یغلظت مسئله هنرهای هم. منحنی9شکل 

Fig 9. Co-concentration curves of the Henry problem by FEFLOW finite element method 

 .x=1.5mهای هم غلظت در . موقعیت و مقدار منحنی3جدول 

Table 3. Position and value of isoconcentration curves at x=1.5m. 

Y (m) 

 غلظت نسبی 
Relative concentration 

0.12 0.21 0.28 0.31 0.37 0.4 0.44 0.51 0.59 0.69 

1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 

 سازی ارزیابی مدل

گالرکین و  _سازی صورت گرفته به روش پترووپس از مدل

بر صحت مدل نتایج حاکی  سازی گردید چرا اجزا محدود 

روش   دو  در  نمودارها  و  جداول  از  که  مقایساتی  با  که 

خروجی گرفت  گرهصورت  در  غلظت  بههای  قابل  ها  طور 

می نزدیک  هم  به  بالای  قبولی  ناحیه  در  حتی  باشند. 

شکل   و  شبکه  بدون  روش  نتایج  دریا  سمت  در  آبخوان 

نفوذناپذیر   آبخوان  بالای  مرز  که  علت  این  به  آن  گراف 

ادامه  می در  است.  بوده  برخوردار  بالاتری  دقت  از  باشد 

به )مقایسه  شکل  در  گراف  )8صورت  جدول  و  ارائه 4(   )

 گردد. می

 
 .FEFLOWو  MLPG. مقایسه کانتورهای غلظت نسبی به دو روش  10شکل 

Fig 10. Comparison of relative concentration contours by MLPG and FEFLOW methods . 
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 . FEFLOWو MLPGبه دو روش  x=1.5mمقایسه مقادیر غلظت نسبی در مختصات افقی  .4 جدول

Table 4. Comparison of relative concentration values in horizontal coordinates 

x=1.5m by MLPG and FEFLOW methods 

MLPG FEFLOW 

 مختصات عمودی

Vertical coordinates 

 غلظت نسبی 

Relative 
concentration 

 مختصات عمودی

Vertical 
coordinates 

 غلظت نسبی 

Relative 
concentration 

m --- m --- 

0.12 1 0.12 1 

0.21 0.9 0.21 0.9 

0.26 0.8 0.28 0.8 

0.31 0.7 0.31 0.7 

0.36 0.6 0.37 0.6 

0.4 0.5 0.4 0.5 

0.44 0.4 0.44 0.4 

0.51 0.3 0.51 0.3 

0.59 0.2 0.59 0.2 

0.69 0.1 0.69 0.1 

 آنالیز حساسیت 

قطعیت عدم  که  است  روشی  حساسیت  موجود آنالیز  های 

به را  کالیبره  مدل  میدر  تعیین  کمی  به صورت  کند. 

پارامتری که با حداقل تغییرات بیشترین نوسان را در نتایج  

حساس نماید  ایجاد  گویند  واسنجی  پارامتر  ترین 

(Jamshidzadeh, 2012.)  می حساسیت  تحلیل  توان برای 

از تغییرات خواص آبخوان چون هدایت هیدرولیکی، ضریب  

بندی استفاده نمود. در این  ذخیره، تخلخل و یا نحوه شبکه

با   استاندارد  مسئله  یک  آبخوان  اینکه  دلیل  به  تحقیق 

در  تغییر  با  و  گرفته  قرار  بررسی  مورد  مشخص  خواص 

انتقال بهمقدار آن کار رفته در  ها شکل معادلات جریان و 

تغییر می نحوه پخش گرهکد  بنابراین تغییراتی در  ی  کند 

 گیرد.  صورت گرفت تا اختلاف نتایج مورد آنالیز قرار

  1/0بندی منظم در هر دو جهت از  ( فاصله9مطابق شکل )

سلول تشکیل    50گره و    66تغییر یافت و شبکه با    2/0به  

 شد. 

 
 .2/0گذاری بندی آبخوان هنری با فاصله. شبکه 11شکل 

Fig 11. Networking of Henry aquifer with spacing of 0.2  

فواصل   برای  شبکه  بدون  روش  از  حاصل  گراف    2/0و 

 باشد. ( می10مطابق شکل )
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 . 2/0 لفواص  برای MLPG روش به یهنر مسئله غلظتهم هایمنحنی. 12شکل 

Fig 12. Co-concentration curves of Henry problem by MLPG method for intervals of 0.2

 

( جداول  ادامه  )5در   ،)6( و  مدل7(  حساسیت  با  (  سازی 

بندی و همچنین روش بدون شبکه را نسبت به نحوه شبکه

 کنند. تغییرات خروجی غلظت تعیین می

 . x=1.4 mمقایسه مقادیر غلظت در مختصات افقی  .5جدول 

Table 5. Comparison of concentration values in horizontal coordinates x=1.4m . 

 مختصات عمودی

Vertical 
coordinates 

 0.1بندی با فواصل شبکه

Grid with 0.1 intervals 

 0.2بندی با فواصل شبکه

Grid with 0.2 intervals 

 شماره گره

node 

number 

 غلظت

concentration 

 گره شماره

node 

number 

 غلظت

concentration 

m ---  ---  

0 15 32.4249 8 32.4089 

0.2 57 32.4221 15 32.2558 

0.4 99 32.4153 30 31.9007 

0.6 141 32.4243 37 31.7999 

0.8 183 32.4738 52 32.7857 

1 225 32.5629 59 34.7868 

 . x=1.6 mمقایسه مقادیر غلظت در مختصات افقی  .6 جدول

Table 6. Comparison of concentration values in horizontal coordinates x=1.6m . 

 مختصات عمودی

Vertical 
coordinates 

 0.1بندی با فواصل شبکه

Grid with 0.1 intervals 
 0.2 بندی با فواصلشبکه

Grid with 0.2 intervals 

 شماره گره

node 
number 

 غلظت

concentration 

 گره شماره

node 
number 

 غلظت

concentration 

m ---  ---  

0 17 32.4107 9 32.4749 

0.2 59 32.3999 14 32.1041 

0.4 101 32.3579 31 30.9574 
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0.6 143 32.3192 36 31.5836 

0.8 185 32.3866 53 30.9114 

1 227 32.5552 58 33.7426 

 . x= 1.8 mمقایسه مقادیر غلظت در مختصات افقی  .7جدول  

Table 7. Comparison of concentration values in horizontal coordinates x=1.8m . 

 مختصات عمودی

Vertical 

coordinates 

 0.1بندی با فواصل شبکه

Grid with 0.1 intervals 
 0.2بندی با فواصل شبکه

Grid with 0.2 intervals 
 شماره گره

node 

number 

 غلظت

concentration 

 گره شماره

node 

number 

 غلظت

concentration 

m ---  ---  

0 19 32.4444 10 33.2719 

0.2 61 32.4264 13 32.7595 

0.4 103 32.3354 32 30.4609 

0.6 145 32.0055 35 31.3996 

0.8 187 32.1299 54 32.3553 

1 229 32.5743 57 32.7825 

کلبه گره  یطور  اکثر  برادر  شبکه  یها  دو  روند    یبندهر 

اما با    باشد یمشابه م  یغلظت در تمام فواصل افق  راتییتغ

سلول تعداد  م  یهاکاهش  گره   زانیشبکه  در  ها  غلظت 

بالاتر با مختصات    یهاها در گرهو اختلاف آن  افتهی کاهش  

کلابدییم  شیافزا  شتریب  یعمود حالت  در  ا  ی.   نکهیبا 

براغلظت  دارمق بند  یها  فاصله  دو  در  گره مشخص    ی هر 

تغ اما همان  یراتییذکر شده  از شکل )داشته  ( 11طور که 

غلظت    یکه کانتورها  یینها  یهادر گراف  شودیمشاهده م

چندان  ینسب اختلاف  نگرد  یهستند  بنابراد یمشاهده    ن، ی. 

سلول  یسازمدل  تی حساس  زانیم کاهش  به  ها  نسبت 

حت و  بوده  عدد  ی هایخروج  یاندک  فاصله  یکار    ی بندبا 

 . باشدیکاملا  قابل قبول م زین 1/0

   
 . 2/0و  1/0بندی غلظت برای فاصله. مقایسه کانتورهای هم13شکل 

Fig 13. Comparison of homo-concentration contours for 0.1 and 0.2 spacing. 
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 گیری نتیجه

از مهم  های آبخوان  ترین منابع آب شیرین به  ساحلی یکی 

ها بسیار  آیند بنابراین، مدیریت و نگهداری از آنحساب می

آبخوان  از  نوع  این  از خطراتی که  یکی  دارد.  با  ضرورت  ها 

شور به  باشد. با نفوذ آبآن مواجه هستند نفوذ آب دریا می

به  نسبت  آن  ضخامت  که  آبخوان  از  مقطعی  در  آبخوان 

آب  تداخل  هست  توجه  قابل  اتفاق  سفره  شیرین  و  شور 

مخصوص  جرم  فرضیه  از  تا  شده  سبب  امر  این  و  افتاده 

طور متغیر که در آن معادلات جریان و انتقال نمک باید به

از   معادلات  حل  برای  گردد.  استفاده  شوند  حل  همزمان 

پتروو شبکه  بدون  شکل  -روش  تابع  با  محلی  گالرکین 

اسپیلاین   کیوبیک  وزن  تابع  و  متحرک  مربعات  حداقل 

می بهاستفاده  روش  این  از  شود.  استفاده  عدم  علت 

و  المان  نامنظم  هندسی  دامنه  با  حتی  مسائلی  در  بندی 

به پیچیده  مرزی  میشرایط  با  کار  معادلات  و  رود 

تابع  انتگرال  این  بر  علاوه  هستند.  حل  قابل  گوسی  گیری 

یابی و  شکل آن موجب پیوستگی در دامنه کلی برای درون

شور  گردد. در زمینه تداخل آبتقریب در مرتبه دلخواه می

و شیرین در این مطالعه مسئله استاندارد هنری با شرایط  

به  برای دامنه  نیومان  شود.  کار گرفته میمرزی دیریچله و 

از مدل منظور نمایش دقت مدلبه این مسئله  برای  سازی 

FEFLOW    استفاده است  محدود  اجزا  روش  پایه  بر  که 

بهمی نهایی  نتایج  همگردد.  کانتورهای  غلظت  صورت 

گرفت   صورت  که  مقایساتی  طبق  و  شد  داده  نمایش 

و  منحنی کارایی  بیانگر  امر  این  و  بودند  منطبق  هم  بر  ها 

دقت مناسب روش بدون شبکه است. نتایج بر این قرار شد 

مشخص   هیدرولیکی  خواص  با  آبخوان  محیط  در  که 

مقداری  لحاظ  از  و  بوده  چشمگیر  شوری  اثرات  پیشروی 

میزان آن کاهش یافته تا به صفر برسد. لازم به ذکر است  

ویژگی تغییر  با  آلودگی  پخشیدگی  دامنه  آبخوان که  های 

 تواند کاهش یا افزایش یابد. می
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